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MATliEMATI QUES (option MI 

1\ dksigne le corps des rCels. II est u n  entier naturel donné, n 2 2. 
al;, disigne l’algèbre des matrices carries II lignes et n colonnes ii coefficients rCels et GL,, le 
groiipe des matrices carrdes inversiblcs d’ordre II ; Il ,  tlksigne la iiliitrice unit& de 3tl , 
IJour (i,j)E ( l,...,n)*, on difiiiit I’iICment Ei,j de Ni coniiiie Ctant la rilatrice dont tous les 
coefficients sont nuls sauf celui t ~ e  la +Illc ligne et jtl1lc colonne valant 1. 
OII  iil)peIIe iliiltrice tIe tritlisvectioii tolite iii;itrice tIii type ( I , ~  +ht<i,j), XE R, i + j. 

1)) Etiiblir un résliltiit iiiiiiloglie sur les coIoiiiics. 

a Soit AE !3(,, une matrice de coefficients i1i.j. On suppose de plus que la première ligne de A oii 
la preiiiière colonne de A posshic !III 6 l h e i l t  iioii i i i i l .  

Morilrcr qu’il existe c h i x  iii;itriccs 1’ et Q tlc !All,, I”utliiits de Illittrices de triulsvection, tellr: que 
l u  matrice 13 = PAQ soit iiiie niatrice de coefficieijts b,,, telle que b1.l = 1 et bi.1 = b1.i = O, pour 
2 S i S n .  
I l i id . :  OII poiirrii crivisager successiveinelit ICS cils stiivilnts: i) i l l , l  = 1; ii) 3 2 1  tel t1W,iti,l f O 011 

a l  i z O ; iii) aI , l  z 1 et Vi>I a , , ~  = O et a1,i = 01 

Soit AE !3(, et r le rang de A. On suppose r > O. 
Montrer qu’il existe deux riintrices P et Q tlc !Atl, produits de niatrices de triil1svectiol1, telles cille 

la niallice l3 = PAQ soit lliie Iliiltricc diiigo11iile tle ccKcfl7cients hij IcIIc tllie 
i )  bi,i = 1 pour 1 I i c r 

ii) bi,i = O pour r < i I II 
iii) b,r = d, avec (d = 1 si r < n) et (d = del(/\) si r = n). 

[Ind.: faire une dCmonstration par rCcurretice sur II, en conltnenc;ant 1)iIr envisager le cas n = 21 
5”) Montrer que le groupe des matrices carrées d‘ordre n il déterminant égal à 1, est engendré par 
les matrices ge transvection. 

fl On suppose dans cette question uniquement qiie I I  23. Soit f une applicatiotl de !3<, dilns 11 
que : i )  V(A,B)E 3fn2 f(AI3) = f(A) f(I3)  

ii) Pour toute matrice diagoniile A, f(.A) est Cgill :NI })rcxiiiit des coefficients de lit diiigoliitle. 
a) Montrer que toute matrice (1, + aEa,p), a z p, peut s’écrire sous la forme : 

expression dans laquelle on précisera des valeirrs de X, CL, i, j, h et k, i # j et h f: k . 
(In + aEa,p) = (1, + XEi,j) (1, + llE:h,k) (1, + hEi,j)” (1, i- PEh,k)- ‘  

b) Calculer f(A) si A est une inatrice de transvection. 
c) Calculer f(A) si A est un  ClCinent quelconclLie de 9(,. 

TOURNEZ S’IL VOUS PLAIT 
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5") Soit 8 une fornie linéaire sur 9(, telle que : VAE !A(, V I k  G& O(AB) = O ( 1 M ) .  
Dhontrer  que : 3 h ~  I< VME 9(, O(M) = h 'l'r(M). 

* Soit E un I<-espace vectoriel (le ditiictisinn finie Cpile ?i n, n 2 2. E ddsigne le dual de E. 

L(I1) titisigne I'algEbre cies eiidoi1~orl)liistiies de I<, ( i 4 E )  le groupe des automorphismes de E. 
Id disignc I'cndoniori~hisni~ itlentitC (le E. 
On appelle automorpliistiie d'iilgebre de L(E) toiite application A, linéaire bijective de L(E) dans 
lui-tnêiiie qui de plus vérifie : V(U,V)E 4 E ) 2  A(ii O v) = A(u) O A(v). 
On note AUNE) l'ensemble des autoinorphismes d'algèbre de OE); Aut(E)  est un groupe pour la 
cotnposi tion des applications. 
Soit g 1.111 k lhent  de GQE), on définit l'application A, de 4 E )  dans lui-même par : 

A, s'appelle I'automorphisme intérieur dCfini par g. 

( C I  ,...., e, ,)  tldsigric I I I N  IXISC t ~ c  IS cl (c; ,...., c:) Ii1 I)ilsc tIllilIe irssocibc. 

VUE 4 E )  A,(LI) = g o  u O g- 1 . 

10) Montrcr que l'application x : g + A, est iiii  Iio~no~iior~~liisme du groupe Gf.(E) dans %t(E). 
Cette application x cst-elle injective '! 

TOURNEZ S'IL VOUS PLAIT 
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t)) O n  appelle ClCnient minimal de Ppoiir la relution 5, tout ClCment p de Pte1 que : 
V<l€ Ip '1 5 1' j q = p 

filiihlir I'iqiiivulence iles Cl1oi1cés sttivililts : 

i )  p est un projecteiir de rang 1 
i i)  p est un Cl6iiient niiriinial tlc: Ppottr Iii reliitioti I 

i i i )  3 ( < p , x ) ~  ~ * x  E tel que : 1) = iiq,x et (ptx) = 1 .  

a Soit A un automorphisme de I'alg&bre L(E). 
a) Que peut-on dire de  A(p) si p est un C l h e n t  de P? 

b) Que peut-on dire de A(p) si p est un ClCinent minimal de Ppour  la relation S ? 

c) En dCduire qu'il exi,:e une  famille (el, ...., E,) de  vecteurs de €2, et une fatilille ((pl,  ....,(p 
de formes linCaires sur E, telles que : 

i) Vie  (],...,ri) 
ii) V ie  ( 1  ,..., n )  

qi(ei) = 1; 
A(ui,i) = uqi,Ei. 

d) Calculer <pi(Ej) pour (i,j)E ( l,...,n)2. 
Que peut-on en deduire pour les familles (el ,.,.., E~,) et (<pl ,...., cp,) ? 

2 7") Soit (i,j)E ( 1 ,..., n )  . 
a) Pour ke ( 1  ,..., n) ,  k # j , calculer : A(ui,,) O I I , + , ~ , ~ ~  , 

En dCduire le rang et le noyau de  A(ui,j). 

b) Calculer : A(ui,j) O A(uj,i). En dtduire l'image de A(ui,j) . 
C) Montrer qu'il existe un rtel non nul hij tel que : A(ui,j) = hij u,+,~,E~ . 

ma) Montrer que : V(i,j,k)E ( 1 ,..., n)3  hi,j hj,k = hi,k. 

hi, 1 

hi. I 
II) En dtduire que : V(i,j)E ( 1 ,..., n ) 2  hi,j =-. 

Y")a) Montrer qu'il existe une  brise (al, ...., a,) de  E, dont la base duiile est notée (a;, ....,ai) 
telle que : V(i,j)E { 1 ,..., n ) 2  A(ui.j) = ua;,ai. 

b) En dCduire qu'il existe u n  ClCinent g de G 4 E )  tel que : 

c )  Conclure. 
V(i,j)E { 1 ,..., n ) *  A(ui,j) = g 0 Ui,j  O g- 1 . 

Quelles sont toutes les formes linCaires cp sur L(E) telles que pour tout A, automorphisine 
d'algtbre de  4 E ) ,  on ait : VUE 1(E) cp(A(11)) = cp(u) ? 

* * * * *  


